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ABSTRACT

Quadrate Interpolation Spline is one of method that can be use to approximate
the set of point of data. The principle of Interpolation Spline to divice the interval into a
collection of subintervals and contruct (generaily) different polynomial on ecch
subinterval. The polynomial coefficients are determined by solving a linier system.

Kata Kunci : Interpolasi Spline, Proses smoothing.

1. Pendahuluan

Interpolasi adalah suatu metode yang dapat digunkan untuk menetukan atau
mengestimasi nilai yang diinginkan diantara sebuah kumpulan data yang dapat
diandalkan ketelifianmya.

Sedangkan Interpolasi Spline adalah suatu metode yang dapat digunakan untuk
memperhalus suatu fungsi dari sekumpulan titik data dari hasil pengamatan atau data-data
lain yang mempunyai sifat yang sama. Fungsi hasil interpolasi Spline tersebut merupakan
bentuk gambaran keseluruhan dari proses pengamatan yang mana seluruh perubahan data
dapat diketahui mendetil dan kontinu.

Prinsip linterpolasi Spline adalah hampiran suatu fungsi f dengan polinom P,(x)
pada interval @ < x < b, dimana fungsi f adalah fungsi yang kontinu. Tujuan proses
Interpolasi Spline adalah menurunkan polinomial-polinomial menjadi lebih rendah
sehingga dapat melalui semua belokan titik-titik secara halus, sehingga osilasi fungsi
yang terjadi dapat diminimalkan.

Spline matematika memiliki titik-titik data numerik dan koeffisien pada
polinomial derajad tiga yang digunakan untuk menginterpolasi data. Koefisien-koefisien
ini membelokkan garis sehingga melalui setiap titik data tanpa adanya perubahan yang
mendadak, yang mempengaruhi proses normalisasi, atau patahan dalam kekontinuan.

12 Perumusan Masalah
Bagaimana Konsep Interpolasi Spline kuadrat dapat mencocokkan suatu

polinomial terhadap data
1.3  Pembatasan Masalah

Permasalahan hanya dibatasi pada pembentukan persamaan kurva dua dimensi
baru berdasarkan data-data yang tersedia dengan metode spline.

14 Tujuan Penulisan
Mengaplikasikan konsep interpolasi spline kuadrat untuk smoothing kurva.
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7 Landasan Teori

2.1 Sistem Linier

Suatu persamaan linier demgan m peubah (variabel), adalah suatu persamaan
dengan bentuk:

X+ Ay F o -tan=5b (2.1)
dengan a;, ay, ....ccoouureeene......., @ Gam b adalsh konstanta yang merupakan bilangan riil
dan x; X3 ceovcnicsiiins, Xy ICTupskan peubah Dengan demikian maka sistem

persamaan linier dari m persamass dengas n peubeh adalah suatu sistem yang berbentuk :
ayx; + apx; + apsx; + + @t = b =5
A% + apxy + apx; + — Fanx, =b;

>_ (22)
T Gty = by

dimana q, dan b; adalah konstants yang merupakan bﬁnmb:}nm ii istem
tersebut disebut sish:m persamaan fmser mx ;. e

OmiXy ¥ OpaXz + dpsts—

2.2 I‘FrkalianM:n'ikshhl_-lﬂer{SPL]

S:ﬂmmmmlm?h—#m@mmm
ax= {2.3)

pada umumnya a, x, dan b dianggap schags: skalar-skalar - i dapat j

disajikan dalam bentuk matrks, yame =i e

: AX=8 (2.4)

dimana A adalah matriks ukuran m x = , ¥ dalem R® dan B dalam R™ .
Sistempersamaandeq--_h-lpmhh{pmman .3)), da

disajikan dalam bentuk matriks £ ¥ = 8 - -

A A e — B r

X, b
N x 1
A 2 = || ... (2.5)
dmi A s e e bu
AtmAX=8B
B, )
a;;, ap - By % &
a3 Ay - By
x| _|b;
i =| B ieeassasnsinves (2.6)
ami anﬂ = ‘— - -
b,

sistem persamaan linier (2.3) sama dengan persamasn matriks (2.6).
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erasl Baris Elementer (OBE) =
p operasi baris elementer (OBE) adalah mengsessksn tehnik eliminasi,
ﬂBEadalah merubah suatu sistem perss -~ lmis i

is elementer (OBE) menjadi:
an sebuah bans dengan konstanta tidak nol.

barisnmnﬂ(s,dﬂnganndaksemua -z
ama dalam baris tersebut dibuat sama demesn a 1 (satu), dengan
OBE, dan dinamakan 1 (satw) utama. '

baris yang seluruhnya terdiri dari nol. ﬂ‘l—n—bms tersebut
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g dua baris matriks berurutan yang se terdiri dari nol,
uamada]amhmmglebthmndnh, lebih jauh ke kanan
#8s) utama baris yang lebih tinggi. .

olom MmmgandtmsltﬂmwtammmwMI di tempat

uk matriks yang hanya mempunyai sifat 1, 2, dam 3 dikatakan matriks
_'_‘___‘- hmk eselon baris (row-echelon form).

ih matriks-matriks yang merupakan bentuk eselon baris tereduksi:
1 0 0 0y (01 6 0 7)

g 1 0 0 0 0 0 2 8 00
0 010" (00 000" i0 0
sawah ini merupakan bentuk eselon baris

D 0)

O 1.6 2 9]
0 0 00 2 0
uluiﬂuunu
gro 1 \ /

4
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dengan mem
matriks, sepe

apx;+a
az;x; +a

Omix; + dy
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ay
a4y
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Contoh 2.2:
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ik eliminasi
senjadi sistem

ikan matriks

eredulkesi:

-

dengan menuliskan koefisienkoefisien dan konstanta-konstanta dalam bentuk

matriks, seperii berikut:

'-\\
auxrtaptapxy e _apky, =b
ayxitapgtapat ot =b; -

. i @7
@y X) + Xz + GuiXs® + Guy= b,
______ L S e (2:8)
alﬁ: amz EETrT e ErrEr—— _.ﬁ bi
Contoh 2.2:
Diberikan suatu sistem perssmsss linier (SPL):
2x+ y+ z=3
x+ y+ z=1
x —2y—3z=4
Jawabh:
SPL di atas diselesaikan dmp‘*ﬂlkdmm Gauss-Jordan
’
25| 1 3 2 ki § lll i |
1 1 1 1} kalibaris perdama
d-2-3 4
ffassiy: g Ao
0 1 1 =1
d-2-3 4
o I
0 1 I =1
0 -5-7 5
T S 3)
0 1 1 -3  DBanskestgadibagidkalikan1/2
0 0-2 o)
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' o
= 113} 4 cali baris pertama ditambah -1
0 1 0 -1| kalibaris ketiga .
Jkﬂ 0 (/] n
- ]
2 1 0 3) 4 \ai baris pertama ditambah -1
Bl 0 1 kali baris kedua A
o 1 .
= o :
o o Baris pertama dikalikan1/2 -
0o 0 0
) 2 :
0 1 u = #
@ 01 o 1
Jadi basil penyelesaian SPL di atas adalah; x =2, y=-1danz=0 &
25  Imterpolasi

Interpolasi adaiah metode yang digunakan untuk menale hargadiautam
Mhy@gaﬂahﬁs&lkmdlkﬂahmbebcmpapw iz

vk 0 ¥ ..{x.,:.r.,}, dimana x, terletak diantara x,, X,

sering digunakan metode interpolasi polinomial, dimana ah_
menggunakan fungsi polinomial dalam menaksir harganya F

umum  unfuk

polinomial orde ke-n adalsh:
fo) =ap+ax+ap + e F @ e
Dimana gg 4y, -.......... ... ..., 4, suatu konstanta dan a, # 0.

Untuk o+l nﬁk—uuk data; terdapat satu polmumuludr
nehﬁmtmk.hhsa]nyahanyasamganslumsymg

=

Gambar 2.1 Polinomial yang menghubunghkas

Ada beberapa cara yang digunakan untuk menyatakss be al salah
satunya adalah metode interpolasi Spline.
2.6.1 Interpolasi Linier
- 42
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Interpolasi linier adalah Interpolasi dua buah titik dengan sebuah garis lurus. Jika

ada dua pasang titik (x,, ¥.) dam (xi. ¥;), maka polinom yang menginterpolasi kedua
pasang titik tersebut adalah persamsan ganis lurus yang berbentuk

o) =y=astax SRRy L)
4 (x1.y4)
(. ¥a)
-
Gambar 2.2 Kurva Interpolasi Linier

Koefisien a, dan a, didapst dari proses subtitusi dan eliminasi, dan dengan
mensubtitusikan (o, yo) dam (x, %) k= dalam persamaan (2.1), maka diperoleh dua
persamaan linier:

Yo=a, T ax

Vi =a,+ ax; ... (2.10)
Persamaan di atas diselesaikan dengan proses eliminasi, dan diperoleh:

Y1 Yo XYoo ~*oY1
da=—— dmm e 11
9 X4 —Xg 1 X4 —Xg %10

Setelah didapatkan harga a, dan 2, dan Barga tersebut dimasukkan ke persamaan (2.1),
maka diperoleh:

o= J1770 , SR 2.12)

Persamanan di atas dapat disederhansks maka diperoleh:

?1‘?
Rx)= y, + U 13
x.l'—x,o xu' {2 }

2.62 Interpolasi Kuadratik
Interpolasi kuadratik adaslsh mserpolasi tiga buah titik dengan sebuah garis
l&ngimng Jika ada tiga pasang titik (x. ¥.)(x;. ¥i) dan (X, y;), maka polinom yang

gmterpulaﬂkcugamﬂmﬂmgms fengkung yang

SORSEPRPETES . e @.14)
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2 didapat dengan

Dengan cara yang sama dengan interpolasi linier, koefisien a, , a; da
) dan (x3, y5) ke

proses substitusi dan eliminasi, dan denganmensubtitusikan (x., y. )=
dalam persamaan (2.7), akandlpﬂﬂ]ehtl@ persamaan kuvadrat, ¥

. Yo =ao + apx, + ﬂ.?xa !
Y =4a, + aux; + ap:; e E .
Y2 = d, +aux; + axe;

A (%1,¥1)

(0,¥o) > ()

Gambar 2.3 kurva interpolasi Kuadrarik

2.63 Polinom Langrange
Diberikan suatu bentuk persamaan linier:

{3"1 Yo)
f(x) (1_ %)

Persamaan tersebut di atas dapat diubah menjadi:

{ i ﬂ'} TrrRETTTITIRERYT i

(x=%4) (x—xq)

f)=yg———+ ¥ iriienn e (2:19
(x)= ?u{ Xg —X1) 3‘1{x1_xﬂ} o (2.19)
atau dapat pula dinyatakan sebagai:
f{x) = aglo(x)+ a; Li(x)
Dengan:
= LO{ =ﬂ dan ay =
30 =Yo, Y (xg —%7) 151,

Persamaan (2.20) disebut Polinom Langrange derajat 1.

Bentuk umum dari polinom Langrange derajat n untuk
adalaty- 3

f{x}=§ai|_,{x}=aGL.,{x}+a,|.,{x)+............+a,|., PR (220)
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dengan: a;=y;,
Lix) =

3. |'.-|:"
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fu_ugsi ﬂx} ah
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Langknhnlan gramn
I. Mﬂﬂlbﬂ
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2. Kemudiz
}"II[E Nil=
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S'(xo) = f
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[S7(x)
S(x)

S§"(x) ={Spa (X

St (X
Sh(X)

3.1.1. Spline Li
Hubunga

Polinom spline li
untuk :|
menghubungkan
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dengan: a;=y;, i=1234 __=a dan
Hx]zgfx—xﬂ_{!—i.li-i.l- ------ (K= Xyg Y% =Ky )ooennn (R =)

o (% =X;) 06 — X )%, — 3, )% — ;). (X; =X, ¢ ). (X, — X,)

3. Pembentukan Kurva Spline

3.1  Interpolasi Spline

Bila f{x) adalah fungsi yamg kontine pada interla [, b], maka interpolasi Spline
fungsi f(x) adalah potongan-potongan polinom berorde n pada masing-masing sub selang
[a, b]. Potongan-potangan polinosssya ini dilambangkan dengan S{(x) vaitu polinom-
polinom penginterpolasi berorde = pada sub selang ke-k dimana k = 1,23 4,............. m,
Selanjutnya polinom S{(x) ini dischut polinim Spline,
Langkah-langkah membentuk pilonom Spline S7(x) adalah:

1. Membagi selang [2.b] menjadi subsub selang yang sesuai dengan data yang
diketahui, yaitu 2 =X <% < <% =B ..oooo.oo..n............. (3.1)

Sebanyak m + | titik data
2. Kemudian pada sub selang terscbut akan diperoleh suatu bentuk polinom Sf(x)

yang mengaproksimasikss §x) pads sub selang yang diamati.

Aproksimasinya dapat dinyatakss dalam bentuk-
§°(x0) = f{xq), S"(xs) = fmsh s S (Xa) = (%) <-eeeneeees (3.2)

Susunan polinom-polinom splise S{{x) dilambangkan oleh S(x) yaitu:

[Sf(x) x,<x<x
S3(x) X, SX<X,

SMx)=1Spa(X) X <x<x._ B e 3T)

Smalx) X%, XS
ST X, <x<u

3.1.1. Spline Linier

Hubungan yang paling sederhana diantara dua titik adalah sebuah garis lurus.
Polinom spline linier merupakan polimom interpolasi berderajat satu. Spline orde pertama
untuk sekumpulan titik data dapat didefimisikan scbagai sekumpulan fungsi linier yang
menghubungkan titik-titik tersebut.

Polinom ini diturunkan lsngseng dari polinom Langrange yang berupa kumpulan
potongan kurva linier.
45
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Misal : f(xg), f(xy), f{x2),... s {{Xer1), f2) adalah nilai f yang
bersesuaian dEngan Xg, Xi, Xiy ceeeesssescmsesesenserrass x.,.;, x,,., sebanyak m+1 titik data, dan a
{:ﬂ nﬂhse].mgyangd:mnaﬂ,dmgana = xp dan b = Xq,.

' Larrgrmge menyatakan bahwa:

3:{!}' ZL (X)f(x;) , dimana L (x) = s X;
1-“ i —Xj i
Jika n = 1, maka: .,

S'(x)= gu{xif(xa =13 fixe) + Li(x) f(x,), deagan

L) ==L i, () =——2-, schingga
Xp — Xy 1~ Xy -
$100 = 275 fxg)+ 220 i) .
Xq — Xy =X, =
Dan setiap potongan mterpalamhe:ﬂahl. 11
S0 = 1) + ) + Xea SX < K=123,...m
Xy _xlt k ~ Xk »
Ay — — X .
X — et f(xk—]]'l' S f(xi) -:{1 ,
_ (i = X)Xy ) + (X = Xy (X, ) -
Xy =Xy -
_ X0y ) — ),y ) + O ) = Xie (%) :
g = Xpq Ay
- xkf(xu-l}—xk-lfut-q}“ﬂ(xt—j:"*‘ﬂ{ix}—i..'w
Xy — Xy ‘T
= FOe JOxa — Xie ) + {F 05 ) — F(X g JHX — X)) .
Xy — Xy t
=f{xh—1}+{ﬂxk}_i(an (X =Xi) _‘%-
k= k-1 A
Atau i L
f(X) =00 ) + Ry (X =Xy), untuk X SX <X
dengan: R {f(x ) — Fx )}

Xp = X

Persamaan (4.4) disebut slope/gradient garis lurus yang menghut
Sehingga persamaan polinom spline linier (4.3) dapat dituliskan

Metode Interpefasi Spline Kuadrat Untuk roses Smoothing Database



metode spiine linier.

. 10.7-10.0 “EE'”"’,‘ : REET 10T _opnnns

i & so0-71
11.9-11.7 = 11.7-11.9
Lliamihl - L g

3=300-90 4 =1i5-10 -0,16667
1141178 i

5 a2 112

10.0+0.46667(x—5.6) 56<x<7.1
10.7+0.52632(x-7.1) T7.1<x<9
S(x) =1{11.7 +0.2(x—9.0) 9<x<10
11,9-0,16667(x - 10) 10<x<11,2
11,7-0,2(x-11,2) 1,2<x<142
dan bentuk kurvanya adalah

. .
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107 —
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I I I I I
6 8 10 12 14
Gambar 3.1. Kurva Spline Linier

312 Spline Kuadratik

Kurva pada spline adalah berupa segman garis, schingga turunan pertamanya
tidak kontinu pada simpul-simpulnya. Untuk memperbaiki ketidakkontinuan spline linier,
maka digunakan interpolasi dengan memakai orde derajat dua, yang disebut dengan
spline kuadrat atau spline orde dua.

Tujuan spline adalah untuk menurunkan sebuah polinomial orde kedua untuk
setiap interval diantara titik-titik data. Polinomial untuk setiap interval secara umum
dapat dinyatakan sebagai:

Si(x)=ax* +bx+c¢,
dimanak=1, 2, 3,........m.

Untuk m + 1 titik data akan terdapat m interval; sehingga terdapat 3m konstanta
yang tidak diketahui yang akan dihitung. Karenanya ada 3m persamaan atau kondisi yang
dibutuhkan untuk menghitung konstanta-konstanta tersebut.

Kondisi-kondisi ini adalah:
1. Nilai-nilai fungsi harus sama pada simpul-simpul terdalam. Kondisi ini dapat
dinyatakan sebagai:
By Xy + bi_ 1 Xiy + iy = f(xie) G.7)

anxf_, +b,x, , +¢; =f(x, ), K= . m
Karena yang dipakai hanya simpul-simpul kuadrat terdalam, maka masing-
masing memberikan m — 1 kondisi, sehingga terdapat 2 (m — 1) kondisi.

Metode Interpelnst Spline Kpadrat Untuf, Froses Smoothing Database
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kedua untuk
secara umum

at 3m konstanta
atau kondisi yang

Rondisi ini dapat

. G3D
& maka masing-
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Fungsi pertams dam ferskhir harus melalui ftitiktitk ujung. Ini akan
menambahkan des persamsan, yaitu:
alx: +hx. +'I=l 'ﬂx‘j L ol | (3.3}

a.Xn +hx, +c, =f{x;)
Sehingga keschurshen terdapat 2 (m — 1) + 2 = 2m kondisi.

Turunan-turunss pertama pads simpul-simpul terdalam harus sama.
Turunan pertama dan persamaan (3.6) adalah

fi(x)=2a,x+b,, Xy SX =X
Secara umum kondsss = dapat dinyatakan sebagai:

2a, ,x, +b, ,=2a.x+b,, K=234, ... e 3 5
Ini memberiksn m — | kondssi lninnya_ Tadi keseluruhan ada2m +m—1
=3m — 1 kondisi Ksresn adiperiukan 3m kondisi, maka kurang satu kondisi lagi.
Kondisi ini ditestulkas demgan mengasumsikan bahwa turunan kedua adalah nol
pada titik pertems
Karena turunas kedus dani persamaan (3.6) adalah 2a, , maka kondisi ini dapat

dinyatakan schagas
2, — s IR L L)

Contoh 3.2.
Diberikan suatu pasangan 5

i X ¥

1 56 105

2 %l 10.7

3 9.0 1.7

4 10.0 119

Yang akan diinterpolasiksn dengan menggunakan metode spline kuadratik. -

Jawab:

Untuk masalah yeng dihsdaps. memiliki enam titik data dan lima interval,
sehingga , 3(3) = 9 kocfisien yang harus ditentukan, dan dari persamaan (3.7)
didapatkan 2(3 - 1) =4 kondisi, yaitu:
5041a, + 7)b, +c, =107
50,41a, + 7ib, +c, =107
8la, +9,0b, +c; =147
8la; +9,0b, +c, =117
Darl persamaan (3.£) dipesoleh 2 kondisi:
3136la, +560, +c, =10
100a; + 10b; +¢c, =119
Dari persamasn (3.9) diperoleh 2 kondisi:
49
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142a, +b, =14.2a, +b,
i =iglu:ﬂrnmj £ 10) diketahui bahwa a; = 0
xnmat;?:ﬂnh:r::mm d?.mags dapat disusun menjadi suatu bentuk sistem
aan linier, yaitu l
50,41a, + 7b, +c, =107
50,41a, + 7.1b; + ¢, =107 . 1
8la, +9,0b, +¢, =117 L0
8la, +9,0b, +c; =117
3136la, +56b, +¢, =10
100a; + 10b; +C; =119
i42a, +b, =143a, +b, o
18,0a, +b, —18,0a; +b;
a =0
Setelah disubtitusikan, menjadi :
7]k, +c, =10,7
50,41a, + 71b, +c, =107
8la, +90b, +6, =117
8la; +9,0b, +c5 =117
56b, +c, =10
100a, + 10b; +c, =119
b, —142a, b, =0
180a, +b, ~180a; ~b; =0
Bentuk matriknya adalah:
(71 0 0 0
0 504 7 1 0
0 81 S0 1 ola,| [117
> o 8 o aolERglb. | 117
2.6 6 & @ @ S a)c,| |10
0 1
0 0

Jadi Polir

o

T

oYb, )} (107
Cy 10,7

=
(=T =~

0 0 0 a; | |119
{ 43 - b, | |0
L0 150 1 -180 -1 0  0)c,) (o ]
Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan, maka didapatkan & e

ancl—lﬁﬂﬂu

50 Metode Tnte




adi suatu bentuk sistem

b, (10,7
c, | |107
a, | |117
b, | _[117
dc,| |10
a, | |119
b, | [0

50

(7l 3 0 0 0 0 0 0 D4666667 )
0 0 SHETEEEIEE 0 0 0 [3866667
0 o Sl o 0 0 Do0313943
0 o . SUEEEEEEEEEE 90 1 h0208680
56 1 THUNEREEERENNS 0 0 B9692519
0 O  SUEEEEEENEENe . 10 1 (0385964
1 0 —MONEEEEEEENG. 0 0 [1,5333332
0 o 188 1 -180 -1 0 0 (2433684
Jadi Polinom Spiine kusdratinys adalah
0,4666667x + 7,3855667 56<x<7.1
S(x) = 0,0313934x2 - 00208680x + 89692519  7.1<x <9
—0385964x~ +7.5333332% — 24836841 9<x<10
4 A
117 = ,,."‘
l;'
;'
07 4 F
10 =
1 ] | I |
5 8 10 12 14 X
Gambar 3.2. Kurva Spline Kuadratik
4. Kesimpulan

Berdasarkan dari hasil pembahasan maka dapat disimpilkan sebagai berikut:
1. Perm-mw yang ide pokoknya didasarkan pada sebuah

mulus mh‘ﬁm

Metods Interpelasi Sphne Kmadest Untak P Smootiing Database

dapat digunakan sebagai pembentukkan kurva
pada pembentukan animasi gambar,
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2. Pembentukkan kurva spline m:lalah gabungan dari potongan-potongas

polinom spline berorde n pada masing-masing sub selang dan hasi
pembentukkan kurva tersebut sangat tergantung pada kehalusan dalan
pembagian sub selangnya dan penentuan titik-titik yang akan dlmterpolam

. Koefisien-koefisien a; , b; , dan c; dengan i = 1,2,3,

spline kuadratik, pada tiap-tiap selang didapat dari penurunan rumu
interpolasi spline dengan bedasarkan tiga sifat:

e S(x) menginterpolasi titik (x;, ¥, i=1,2,3,

e S(x) kontinu pada (X; , Xu)

s 5°(x) kontinu pada (x, , X.)
Penunmanmmusdanu@smﬁtm],mmghasjlkanm-lpmmnm]mmr
uantuk m koefisien by, b, » by Satu persamaan tambahan diberikan pad:
masing-masing jenis splize. Dan dalam penulisan ini digunakan jenis splinc
alamiah (Natural Spline) dengan satu batasan S'(x;) =0 .

. Dengan menggunakan metode interpolasi spline kuadrat maka gambar kurv:

menjadi lebih halus.
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